SOLUCIONES

DOSSIER SEMANAL 11

MATEMATICAS I
Por Pedro A. Martinez

PROBLEMA 1: Considera los planos dados por las ecuaciones:
m: x+y+3z=5 Ty: X+mz=m m3: 2x+my =0

donde m es un parametro real. Se pide:

a) Determina la posicion relativa de los planos en funcion del pardametro real m
b) Param = 2 determina el punto de interseccion de los tres planos.

c¢) Param =0 obtén la ecuacion paramétrica de la recta en la que se intersectan

los tres planos.

a) Determinar la posicion relativa de los planos equivale a discutir el sistema formado

5
m|=4"
0

Comenzaremos analizando el rango de la matriz de coeficientes, A. Para ello,

por los mismos. Asi pues, consideraremos el sistema:

x+y+3z=5 1 1 3
x+mz=m} = (1 0 m

2x+my =0 2 m 0

calcularemos el valor de su determinante en funcion del parametro real m:

1 1 3
[Al=11 0 m|=2m+3m-m?=5m-m?=m-(5—-m)
2 - m 0

Para discutir el rango de la matriz debemos averiguar qué valores del parametro m,

anulan este determinante. Es decir:

[Al=m-G-m)=0=> m=06m=5

Esto nos permite distinguir tres casos posibles:
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CASOLLm+#0y m=#5

En este caso, los rangos de la matriz ampliada y de coeficientes
coinciden con el numero de incognitas, motivo por el cual, segun
el Teorema de Rouche-Frébenius quedaria clasificado como
SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO.

R(A)=R(A")=3= NUM.INCOGNITAS

La interpretacién geométrica que podemos hacer de este caso es
que los tres planos se cortan en un Unico punto. Por tanto, su

posicion relativa es que forman un TRIEDRO.

5

m TRIEDRO

0 y
L

Planos secantes en un punto

Hallemos su punto de corte para m=2 y asi damos por resuelto el apartado b) del

problema. Para ello podemos usar Cramer o Gauss. En esta ocasion, utilizaremos Gauss:

1 1 3|5 ;3%5;32:21;11 1 1 3] 5
1 0 2 2)_= 0 -1 -—-1) -3
2 2 010 0 0 —-61-10
Asi pues:
1 1 3 5 x+y+3z=5 x=-—4/3
<0 -1 -1 —3>=>{—y—z=—3 =>{y=4/3
0 0 -6l-10 —67=-10 z=15/3
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CASOIl:m =0

En este caso, el sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO, ya que se

observa facilmente que las filas 2 y 3 son proporcionales (linealmente
dependientes). Asi pues:
R(A) = R(A™) = 2 # n®incognitas

Asi pues, los tres planos se cortan en una recta. Ademas, si comparamos
la posicion relativa de los planos dos a dos, observamos que:

my: x+y+3z=5y m,: x =0 sonsecantes

mi: x+y+3z=5y m3: 2x = 0 son secantes

my: x =0y m3: 2x =0 son coincidentes

Asi pues, la posicion relativa de los planos es: dos planos coincidentes

que son cortados por un tercer plano:

Dos planos coincidentes y otro
que los cortaen larectar

™

Hallaremos la ecuacion paramétrica de la recta en la que se cortan y asi ya respondemos

también al apartado c) del problema propuesto. Simplemente debemos de resolver el

sistema:
1 1 3
(1 0 0
2 00

IS0

5 F3'=F3-2F1 1 13
0 0O 0 0

5 ~ 1 (x=0
0 z=A
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CASOIIl: m =5

En este caso, el sistema es INCOMPATIBLE, ya los rangos de la matriz

ampliada y de coeficientes no coinciden. Se aprecia facilmente tras aplicar

el método de reduccién de Gauss:

<1 1 3 5>;§iﬁ§;§i<1 1 3] 5 )
1 0 5|5|]———|0 -1 2 0
2 5 010 0 3 —-61-10
F3'=F3+43F2 (1 1 3 5 )
0O 0 o01l-10

Por tanto, se observa que:

R(A) =2 # R(4*) =3
Asi pues, la interpretacién geométrica en este caso es que los planos no
tienen ningun punto en comun. Analizando la posicion relativa de los
planos de dos en dos, observamos que son secantes dos a dos y en

consecuencia, su posicion relativa es PRISMA (o tienda de campaia):

Planos que forman un prisma

™y o Ty

Planos secantes o que se cortan dos a dos

b) Ya hemos visto que el punto de interseccion es:

o)

P—( 4 4 5)
~\ 3’3’3

Hemos visto que las ecuaciones paramétricas de la recta en la que se intersectan es:

[@ose)

x=0
T {y=5—3l con A €R
z=A
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PROBLEMA 2: Considera las matrices:

a) Determina los valores del parametro real m para que la matriz A sea regular.
b) Calcula el valor de los determinantes: |B - C|, |[B?-C~ |y |2 BT|

c) Param = 2, calcula la matriz cuadrada X de orden 3 que cumple XA + C = 3B

a) La matriz A sera regular siempre que su determinante no sea cero. Asi pues:

1 0 m
[Al=1]1 1 0|=1-m?=Q+m)-(1-m)
m 0 1

Igualando a cero el determinante de A:
[Al]=0 > (14+m)-1-m)=0 >m=+1

Por tanto, la matriz A es regular para todos los valores m # +1

b) Calculemos primero los determinantes de las matrices By C (lo cual es rapido porque

ambas son triangulares):

-3 00 11 5
Bl ={-2 1 o|=-3 Icl=lo 3 1|=9
Lol 00 3

Asi pues, haciendo uso de las propiedades de los determinantes:

|B-C|=|B|-|C| =—-3-9=-27
1 9

B*-C =B —===-=1

| | = |B] ic1= 9

|2-BT|=23-|B| =8-(-3) =—-24

c) Dado que para m=2 la matriz A es invertible, podemos resolver la ecuacion matricial

haciendo uso de la matriz inversa:
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XA+C=3B - XA=3B—-C - XA-A'=BB-C)Al>
- X=(BB-C)-A1

Ahora, calcularemos la inversa de A mediante el método de adjuntos:

1 0 2 1
A=(1 1 0| » Al=— 4djT(4)
2 0 1 ||

Dado que ya sabemos el valor de su determinante (|A| = —3), calcularemos ya la
matriz de adjuntos:

N S SR B U HE E
N YN . B
N R e I B o B

Por tanto, la inversa de la matriz A sera:

1 /1 -1 =27 q/-1 0 2
-1
A =_—3'(0 -3 0) =§<1 3 —2)
-2 2 1 2 0 -1

Asi pues:

-3 0 O 1 1 5 -10 -1 -5
3B—C=3-1-2 1 0)— 0 3 1)= -6 0 -1
1 0 1 0 0 3 3 0 0

-10 -1 -5 -1 0 2 -1 -3 -13
X=@BB-C)-At'=(-6 0 -1]z(1 3 -2|=5-(4 0 -11
2 0 -1 -3 0 6

wW| =

3 0 O
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PROBLEMA 3: Considera las rectas r y s dadas por las ecuaciones:

y_l —1—z x=14+1
rx—2= P st 5y=2—-1 cond€R
z=21

Halla el valor del parametro real k para que r y s sean coplanarias. Tras ello, para este
valor de k obtenido, se pide:

a) Calcular el angulo que forma las rectas ry s.

b) La ecuacion implicita del plano que contienen a las rectas ry s.

C) La ecuacion paramétrica de la recta perpendicular a r y s que pasa por el

punto de corte de ambas rectas.

Primeramente, calcularemos el valor del parametro k para que sean coplanarias.
Recordemos que el Unico caso en el que dos rectas no son coplanarias es cuando las
rectas se cruzan. Vamos a extraer primeramente un vector director y un punto de cada

una de las rectas:

y—1 —-1-2z y—1 z+1 {Pr=(2,1,—1)
rx—2= = X —2="—= _
X K 2 7 K 2 " lw=0,k-2)

e R

7= 21 U = (1,-1,2)

A la vista de los vectores directores, podemos concluir que las rectas nunca seran
paralelas o coincidentes ya que los vectores nunca pueden ser proporcionales. En

consecuencia, veamos para que valores las rectas se cruzan:

1 k =2
det(w, ug,BP)=|1 -1 2|=-1-2k—-2—-(-2+2+k)=-3k-3
-1 1 1

—3k—3=0 - k=-1

Asi pues, las rectas r y s son coplanarias (secantes en este caso) cuando k = —1

a) Elangulo formado por ambas rectas vendra dado por:

1 T
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1(1,-1,-2) - (1,-1,2)| 1+1-4 1 .

cosa = = > q=1784°

JEZ+ D2+ (=22 12+ (-2 +22 V6:v6 3

b) Dado que para las rectas r y s son secantes, podemos calcular el plano que las

contiene utilizando los vectores directores de ambas rectas y un punto de cualquiera

de ellas:
x—1 y—2 =z
1 -1 -2[(=0 - —-4x—-4y+12=0 ->x+y—-3=0
1 -1 2

c) El vector director de la recta perpendicular que nos piden coincidira con el vector
normal del plano que hemos obtenido en el apartado anterior:
v = (1,1,0)
Este vector también se puede obtener mediante el producto vectorial de los vectores

directores de ambas rectas.

Ya solo quedaria calcular un punto de la recta que nos piden. Este punto es el punto
de corte entre ambas rectas. Asi pues, calculemos el punto de interseccion dery s

resolviendo el sistema formado por sus ecuaciones paramétricas:

xX=2+u x=1+2
T {y=1—u s: yJy=2-141
z=-1-—2u z =22
Igualando incognitas:
{2+,u:1+/1 1 3
1—pu=2-1 ->2A=- p=—-
1-2u=22 4 4

Por tanto, el punto de interseccion sera:
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c1ta=14i=2
P i 57 1
1 7
rmzmam2-g=1 o H(pga)
L 21
FTHTETY

Finalmente, la ecuacidén paramétrica de la recta que nos piden es:

——+a
7
y = cona €R
I

il
1
Z=3

PROBLEMA 4: Considera los planos:
my: x+2y+z—-1=0 my: 3x—y—2=0

a) Determina la posicion relativa y el angulo que forman ambos planos

b) ;Pertenece el punto A(1,—1,2) a alguno de los dos planos?

c) Determina la ecuacion continua de la recta paralela a ambos planos que pasa
por el punto B(2,1,2)

d) Calcula la distancia del punto B al plano m;

a) Para conocer la posicion relativa de los planos, podemos comparar simplemente la

razon existente entre los coeficientes de sus ecuaciones implicitas:

1 - 2 - 1
3 -1 -1
Asi pues, en este caso, los planos son secantes. Calculemos ahora el angulo que
forman:
cosa = Tl
g1l - lInzl
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= =0 - a=90°
VIZ4+22 +12-/32+ (-1)2+ (-1)2  V6-V11

cosa =

b) Para saberlo, simplemente hemos de sustituir las coordenadas del punto A en cada

una de las ecuaciones y ver si se cumple alguna de ellas:

A(1,-1,2)
M x+2y4+z-1=0 — 1+2-(-1)+2-1=0 = Aemn

A(1,-1,2)
My 3x—y—z= —— 3:'1—-(-1)-2=2+#0 = Aém,

Por tanto, el punto A solo pertenece al plano m;

c) Para obtener la recta paralela a ambos planos que pasa por B(2, 1, 2), necesitaremos
el vector que la dirige. Este vector, es paralelo a la recta que se genera al intersectarse
ambos planos. Es decir, el vector director viene dado por el producto vectorial de los

vectores normales de ambos planos:

I EA A
=1 2 1|=0CL4-7)
3 -1 -1

/ Asi pues, la ecuaciéon continua de la recta buscada es:
PV 2
/ 4 x—2 y—1 z-2

T Ty T

PH

d) Calculemos finalmente la distancia de B al primer plano. Utilizaremos la férmula de

la distancia de un punto (xq, vy, o) a un plano Ax + By + Cz + D = 0 dada por:
| Axqg + Byy + Czy + D|

) = e

Asi pues:

2+2:1+2-1] 5 5V6
d(B,n1)=| |= =—u

ViZ¥22+12 6 6
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PROBLEMA 5: Considera el plano  y la recta r dependientes del parametro real m:

m 4dx+my—4z—-—1=0
r: (x,v,2z) =(0,52)+A-(—1,m,3) con LeR

a) Determina la posicion del plano y la recta en funcion de m

b) Param = 1, determina la distancia del punto P(1,0,0) alarectar

c¢) Param =1, calcula el angulo que forman la rectary el plano «

d) Param =1, calcula el punto de interseccion entre la rectary el plano «

e) Param = 4, calcula la distancia entre la recta ry el plano &

a) Para determinar la posicidn relativa de recta y plano necesitamos extraer un punto y
vector director de la recta y el vector normal del plano:

T 4dx+my—4z—1=0 - 7n=(4m—4)
r: (x,v,z)=(0,52)+1-(-1,m3) -» u=(-1m3) A(0,5,2)
Asi pues, dado que:

n-i=04m—-4)(-1,m3)=—-4+m?—-12=m? - 16
m?>—16=0 - m=+4
Distinguimos varios casos:

CASOL m=# +4 - Entonces la recta y el plano son secantes, ya que los vectores
director y normal no son perpendiculares.

CASO II. m =4 — En este caso, la recta puede ser paralela al plano o puede estar
contenida en el plano. Para diferenciar, veremos si un punto de la recta esta también

en el plano:

A(0,5,2)
m 4x+4y—4z—-1=0 —— 4:-04+4-5—4-2-1=11+0

Asi pues, la recta es paralela al plano.
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CASO III. m = —4 — En este caso, la recta puede ser paralela al plano o puede estar
contenida en el plano. Para diferenciar, veremos si un punto de la recta esta también

en el plano:

A(0,5,2)
m 4x—4y—4z—-1=0 —— 4:-0—4-5—-4-2—-1=-29+#0

Asi pues, la recta es paralela al plano.

b) Sabemos que la distancia de un punto P a una recta viene dada por:

||PA x i
4P =

Asi pues:

= (13,1,4)

o

o~

X

<l

Il

|

WY
= U1~y
w N X

Por tanto:

|PAxi|  Vi3Z+12+4% V186
lall Dz +12+32 V11

d(P,r) =

c) Elangulo que forman el planoy la recta sera:
|7 - ul
17 - Il
[(4,1,—4) - (—1,1,3)] 15
JE+ 12+ (2 [(—1)2+12+3% 113

sena =

- a =519°

sena =

d) Para calcular la interseccion, sustituimos la ecuacion paramétrica de la recta r en el

plano:
x=-1
rm {y=5+41 m o 4x+y—4z—-1=0
z=2+4+31
Es decir:
4(-1)+54+421-424+30)—-1=0 - l=—115

Por tanto, el punto de interseccidn sera:

(=t
T

71 M(4 716)
= — = _—,—, =
Y=15 15'15°5
6
Z=5
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e) Dado que para m=4, la recta y el plano son paralelos, para obtener la distancia entre
ambos, simplemente deberemos calcular la distancia entre un punto cualquiera de la
recta y el plano:

[4-0+4-5—4-2—-1] 11

dlr,m) = dd,m) = JE+42+ (02 V48 “
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