SOLUCIONES DOSSIER SEMANAL 15

MATEMATICAS Il
Por Pedro A. Martinez

PROBLEMA 1: Calcula el valor de los parametros reales a, b y ¢ para que la funcion f(x)
sea derivable y ademas tenga derivada segunda en X =1:

sen (x —1) x<1

f(x) = (

ax? +bx+c)-e1‘X x>1

Como puede observarse facilmente el dominio de la funcién f(x) es todo el conjunto

de los numeros reales ya que las funciones que la componen son polinédmicas, circulares
y exponenciales sin problemas de dominio.

Dado que queremos que la funcion f(x) sea derivable, es condicién necesaria que sea

también continua. Asi pues, comencemos analizando la continuidad:

e Para X <1: La funcién en este tramo es continua en todo R por ser una funcién
sinusoidal. En particular sera continua en x <1.

e Para X>1: La funcién es continua en todo R por ser composicién de funciones
continuas (polinomio y exponencial). En particular sera continua en X >1.

Por tanto, los Unicos puntos que requieren especial atencién con respecto a la
continuidad son los puntos de cambio, transicion o soldadura:

e Para x=1
f(1)=sen(0) =0
Lirp_f(x):Lirﬂsen(x—l):O = a+b+c=0
Lirpf(x):Lirp(ax2+bx+c)-el’x:a+b+c

Estudiemos ahora la derivabilidad en general:

e Para X <1:La funcion en este tramo es derivable en todo R por ser una funcion
sinusoidal. En particular sera derivable en X <1.

e Para X>1: La funcion es derivable en todo R por ser composicion de funciones
derivables (polinomio y exponencial). En particular sera derivable en x >1.
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Analicemos la derivabilidad en el punto de cambio:

f(x):{sen (x-1) x<1

(ax? +bx+c)-e™*  x>1 -
00 cos (x —1) x <1
= X) = =
(2ax+b)-e™ —(ax’ +bx+c)-e™  x>1
00 cos (x —1) x <1
= X) =
[Fax?+(2a-bjx+(o-c)e*  x>1

Estudiemos las derivadas laterales en x =1:

f'(") =Lim [-ax? +(2a—b)x+(b—c)|-e* =—a+2a—-b+b-c=a—c
f'(1") = Lim cos (x-1)=cos(0)=1

Por tanto, para que la funcién sea derivable debera ocurrir que:

a+b+c=0
a-c=1
Por otro lado, nos dicen que también queremos que exista la segunda derivada en x =1

Asi pues:

. .(X):{COS(X_D x <1 (

[Fax®+(2a-b)x+(b-c)le*  x>1

—sen(x—1) x<1

= ”(X):{[axz+(b—4a)x+(2a—2b+c)]~el‘X x>1

Analizando las derivadas laterales en x =1, vemos que:

f(@")="Lim lax? + (b—4a)x +(2a—2b+c)|-e* =a+b—4a+2a—2b+c=-a—b+c

f (@) =Lim-sen(x—-1)=—-sen(0)=0

Xx—1-
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Por tanto, para que la funcion f(x) cumpla con las condiciones demandadas debera

verificar las tres ecuaciones obtenidas:

a+b+c=0
b+2c=-1 a=1
a-c=1 = a=c+1 = = bh=-1 =
-b=1 c=0
—a-b+c=0

Por tanto, los valores de a, b y c para que la funcidon cumpla las condiciones del enunciado
deberanser.a=1, b=-1y c¢=0
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PROBLEMA 2: Enuncia el Teorema de Bolzano. A continuacion, determina si existe

algun punto en el intervalo [— 2, 1] donde la funcién f(x) corte al eje de abscisas.

e*-(x+1)"  -3<x<0
f(X)= 1 tg x .
(—j 0<X<E

X2

Recordemos que el Teorema de Bolzano dice:

Si f(x) es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] y verifica ademas que
f(a)- f(b)<0 (es decir, la funcién toma valores de signo opuesto en los extremos)
entonces existe al menos un punto que llamaremos c del intervalo abierto (a, b)donde

la funcion f(x) se anula. Expresando la tesis matematicamente:

dce(a, b)| f(c)=0

Asi pues, analicemos a continuacién si se cumplen las hipotesis del teorema de Bolzano
para la funcion f(X) propuesta. En primer lugar, es facil observar que el dominio de la

funcion es D[f (X)] =R- {—1} ya que para este valor, se anula el denominador del primer
tramo de la funcidn. Asi pues a la hora de analizar la continuidad de f(x), deberemos

tener en consideracién dicho punto.
Comencemos con la continuidad:
e Para —3 < X<0: Lafuncidén en este tramo es continua en R —{—1}.

e Para 0< X<E: La funcion es continua en todo el intervalo, ya que Xx=0y

V4 . .
X = Y no se incluyen en el intervalo.

Deberiamos estudiar ahora la continuidad en el punto de cambio y el punto donde
presenta problemas de definicién:
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e Para x=0

e
f(0)= =
( ) 0+1
Lim f(x)= Lim —— =1
X— 0— x—>0- X +1

l tg x
Lim f(x)= Lim (—2) = IND
x— 0+ Xx—=>0+\ X
Resolvamos la indeterminacion:

A= Lim f(x)= Lim [ijtgx —[IND °]

X— 0+ X— 0+ X2

Aplicamos logaritmos neperianos en ambos miembros de la expresion:

Ln A=Lim tg x-Ln (X—lzjz Lim tg x-[Ln (1)~ Ln (xz)]z Lim  tg x-[-2Ln (x)]=[IND 0- ]

x— 0+ X— 0+ X— 0+

Asi pues, para solventar esta nueva indeterminacién recurriremos al uso de L'Hopital tras
transformar dicho producto en un cociente:

Ln A=Lim tg x-Ln (%)z Lim tg x-[Ln ()= Ln (x*)]= Lim tg x-[-2Ln (x)]=[IND 0]

x— 0+ x— 0+ x— 0+
2
- - 2
tn A Lim =20 X _Lim X _Lim _2%en X
x— 0+ 1 Xx— 0+ 1 1 X— 0+ Xx— 0+ X
tg X tg?® x cos® x sen? x
i 2 sen? i 4 sen x-
Ln A= Lim —M=Lurp —W:O — LnA=0 = A=¢’ = A=1
X—> 0+ X Xx—> 0+

En conclusién, la funcién es continua en X =0 ya que:

0

e
f(0)= =
©) 0+1
Lim f(x)= Lim —— =1
X— 0— x>0- X+1

1 tg x
Lip f(0=tim (] =
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Veamos qué ocurre para X =—1:

f(~1)= No existe

X

Lim f(x)= Lim = —0 = f(x)noescontinuaen x = -1
X— —1- X— —1- X+l

Lim f(x)= Lim —— =+

X— -1+ x—>-1+ X +1

En consecuencia, vemos que no se cumplen las hipotesis del teorema de Bolzano en
el intervalo [— 2, 1] ya que no es continua en X =-1. Por tanto, no podremos concluir
nada mediante este teorema. La Unica opcién que tenemos ahora es igualar la funcion
a cero y ver si podemos resolver las ecuaciones resultantes:

“(x+1)'=0 = e*=0 = Notiene solucion

e
f(x)=0 = (1jtgx

2

1 . .,
=0 > —=0 = 1=0 = No tiene solucion
X

X

Como conclusion final, podemos decir que la funcion no tiene ningtin punto donde
corte al eje de abscisas, es decir:

/ﬁCeR| f(C)zO
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PROBLEMA 3: Enuncia el Teorema de Rolle. Ahora, demuestra que la ecuacion

x® —4x+2 =0 no puede tener dos raices reales distintas en el intervalo abierto ]2, 3[.

Enunciaremos primeramente el Teorema de Rolle para dejar constancia de sus

premisas y su tesis o conclusion:

Sea una funcién f(x) definida en [a, b] que verifica las siguientes tres condiciones:

e f(X) es una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b]

e f(X) esuna funcion derivable en el intervalo abierto Ja, b

. f(a)=f()

Entonces existe un punto c interior del intervalo (a, b) donde la derivada de la funcién

se anula, expresandolo matematicamente:

dce(a,b)| f'(c)=0

No sabemos si la ecuacion tiene o no alguna solucién en el intervalo considerado, no
obstante, dado que lo que se nos pide es que comprobemos que no pueden existir dos
soluciones, supondremos que existen dos soluciones distintas en el intervalo ]2, 3[ dela
ecuacion propuesta y veremos que esto no es posible. La funcion f(X) es polinémicay

en consecuencia su dominio es todo el conjunto de los nimeros reales. Si estudiamos la

monotonia de la funcién, observamos que:

fX)=x*-4x+2 = f'(x)=3x*-4 = 3x*-4=0 = X:i\/g
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Es decir, la funcion f(X) posee dos puntos criticos. Ello nos lleva a:

— o0 —Ja13 J473 +o0

Signo de f'(x) +  d - ® +

Monotonia de f(x) /V \ /

Es decir, la funcién f(X) siempre es creciente en el intervalo

J—oo, —\/4/3[UJ~\/4/3, +00l. Ello implica que en el intervalo ]2, 3[ (que es el que nos

interesa) también sera creciente. Asi pues, llegamos a una contradiccién pues la funcion
no puede cortar mas de una vez al eje OX porque una vez lo ha cortado, como continda

creciendo no hay posibilidad de que pueda volver a pasar por él.

Por todo ello, podemos asegurar que la ecuacién x® —4x+2=0 no puede tener

mas de dos soluciones en el intervalo 2, 3.
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PROBLEMA 4: Calcula el punto de la funciéon f(x) =x*+ax+5 (con a€R) donde la
recta tangente es paralela a la recta y =3x—2 sabiendo que (—1, 5) es un punto de la

grafica de f(Xx).

Dado que (—1, 5) es un punto de la grafica de f(x), sabemos que f(-1)=5:
f(-)=(-1°-a+5=6-a=5 = a=1

Por tanto, f(X)=x"+x+5. Calculemos ahora el punto de la funcién cuya recta

tangente es paralela a la recta que nos dan. Este punto podemos obtenerlo igualando
las derivadas de ambas funciones:

— 2 y =
f(X)=x"+x+5 = f'(X)=2x+1 } 2X4+1=3 = x=1

y=3x-2 = y'=3

Por tanto, el punto P de f(X) para el cual su recta tangente es paralela a y =3x-2

sera:

f)=1+1+5=7 = P(L7)
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PROBLEMA 5: Determina las coordenadas del punto simétrico de A(1, 2, -2) respecto
del plano de ecuaciéon © = x + 2y — z — 3 = 0 ;Cual es la distancia que hay del punto A

al plano?
Resolveremos el problema mediante un proceso constructivo. Llamaremos B al punto

simétrico de A respecto al plano dado.

Paso 1: Determinamos primeramente la ecuacién paramétrica de la recta perpendicular

al plano m que pasa por A:

x=1+upu
y=2+2u conu€R
zZ=-2—U

Paso 2: Calculamos el punto M de interseccion de dicha recta con el plano @

1+u+2-Q2Q+2u)—(—2—-u)—-3=0

6u+4=0
2
H=3
Sustituimos el valor del pardmetro en la recta para obtener el punto M:
2 1
[x:1‘§=§
4 2
y=27373
e as-
z=—-2+—-= =3

Paso 3: El punto M resulta ser el punto medio entre Ay su simétrico B. Asi pues:

A+B 1 2 2
T=M—>B=2M—A=( )

"33 73
La distancia que se pide podemos calcularla ahora de dos formas. O bien utilizando la

férmula de la distancia de un punto a un plano o bien calculando el médulo del vector

AM . En cualquier caso:

A [1+2-242-3] 4 2V6
,TT) = = — =
Vita+1 Ve 3
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