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DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

MATEMATICAS II

RESUMEN: BLOQUE DE GEOMETRIA

VECTORES

A continuacion se presenta un resumen de los contenidos referentes al bloque de geometria analitica en el
espacio. Este documento debera entenderse como una herramienta de apoyo. En ningun momento se
considerara como base tedrica.

Operacion

Cémo calcular

Algunas propiedades

Interpretacion geométrica

Producto

escalar

V=u v, +Hu,v, +usy,

—

u

v =] -[¥] - cos

Es un nimero

iV =v-i

son vectores no nulos:

‘7
u-v=0 = u LV (son perpendiculares)

Norma o

modulo

- _ [ 2 2 2
]| = Juy + w5 +u3

Es un valor no negativo

|12 -
il = -2

e Representa la longitud del vector u

Producto

vectorial

Es un vector perpendicular a los vectores que se multiplican.

Su sentido viene dado por la “regla del torniflo”
Su mddulo es: ||L7 X \7” = ||L7|| . ||\7|| -sena

UXV=—V XU

e Si i y Vv son vectores no nulos:
uxv=0 = u || Vv (son paralelos)

e Su modulo es el area del paralelogramo

generado por ambos vectores.

—
4
u /

Producto

mixto

]: ViV, Vs,

Es un nimero
Es un determinante, por lo que sus propiedades son las

mismas que las de estos.

eSu valor absoluto
representa el volumen
del paralelepipedo
generado por los tres

vectores




ECUACIONES DEL PLANO

Para determinar la ecuacion de un plano deberemos disponer de uno de los siguientes grupos de elementos:

1) | Tres puntos del plano 2)

Dos vectores directores del plano y un punto de éste

3)

Un vector normal al plano y un punto de éste

ECUACION EXPRESION ANALITICA UN PUNTO VECTORES DIRECTORES | VECTOR NORMAL
Vectorial
(x,y,z): (a,b,c)+ﬂ . (ul,uz,u3)+ ,u-(vl,vz,v3) .
u—(ul,uz,u3) o
xX=a+A-u +u-v P=(a,b,c) _ n=uxy
V= (V1:V2>V3)
Paramétrica yv=b+A-u,+pu-v,
z=cH+A-u;+pu-v,
x—a y—-b z-c Dar valores a dos de
General o R
u, u, uy |=0 = Ax+By+Cz+D=0 las incognitas y n=(4,B8,C)
Implicita
Vi V2 Vs despejar la tercera
Extraer dos puntos y restarlos
para obtener un vector
director o pasar la ecuacion
Z, B
X y z 1 pP= (XO ’0’0) a paramétricas
e
Segmentaria | Yo Yo %o Yo P= (Oa yoao) 1 = (429> X020 X0Z0)
P=(0,0,z,)




ECUACIONES DE LA RECTA

Para determinar la ecuacion de una recta deberemos disponer de uno de los siguientes grupos de elementos:

Un vector director de /a recta y un punto de ésta

1) | Dos puntos de /a recta | 2)
ECUACION EXPRESION ANALITICA UN PUNTO | VECTOR DIRECTOR VECTOR NORMAL
Vectorial (x, Vs Z) = (a, b, c) +A- (ul, U,, u3) Una recta tiene infinitos vectores
normales. Si deseamos obtener uno,
xX=a+A-u
Paramétrica y=b+-u, basta con calcular uno que cumpla que
Z:C+l'l/l3 P:(a,b,C) Zji:(ul’u29u}) ﬁﬁ:o

Continua

x—a y-b z-c

U, U, Uy

Si; por efemplo hacemos u, # 0

ji = (0,1,— ”—ZJ
Uy

Una recta puede también expresarse como interseccion de dos planos secantes. Para obtener dos de estos planos, simplemente hemos de seleccionar un par de

igualdades de la ecuacion continua y expresarias en forma general.

ECUACION

EXPRESION ANALITICA

UN PUNTO

VECTOR DIRECTOR

Como
interseccion
de dos

planos

Ax+By+Cz+D=0
=
Ax+B'y+Cz+D'=0

}

Dar valor a una de /as
incognitas y despejar las otras

dos restantes

Multiplicando vectorialmente los
vectores normales de los planos:

ii=(4,B,C)x(4',B,C")

K7
AN




POSICIONES RELATIVAS EN EL ESPACIO

Para determinar la posicion relativa de dos o mas cuerpos (rectas o planos) en e/

espacio, simplemente debera discutirse el sistema formado por las ecuaciones de cada uno de

los objetos y relacionarlos con la posicion adecuada. No obstante, en algunas ocasiones existen

técnicas mas rdpidas y sencillas que nos permiten averiguar la posicion relativa de diversos

cuerpos sin recurrir a la discusion del sistema.

1. Posicion relativa de dos planos

T, =Ax+By+Cz+D =0

m,=Ax+By+Cz+D'=0

DISCUSION DEL

POSICION OTRO METODO REPRESENTACION
SISTEMA
Coincident Ro(A) = AN =1 zT_T_=_=
oinciaentes g( ) Rg( ) A' Bv CV Dl /
. A B C D
Paralel A) # Re(A —=—=—#—
aralelos Rg( ) g( ) Av Bv Cl DV
Secantes Rg(A)=Rg(A)=2 En otro caso




2. Posicion relativa de tres planos:
T =Ax+By+Cz+D =0
7, =Ax+By+Cz+D'=0
n,=A"x+B"y+C"z+ D" =0
Rg(A) | Rg(A4) POSICION REPRESENTACION
Los planos se cortan en un Unico
3 3
punto (forman un triedro)
2 3 Planos secantes dos a dos !
2 2 Los planos se cortan en una recta i
Planos paralelos o dos ﬁ
1 2
coincidentes y el restante paralelo
1 1 Planos coincidentes E




3. Posicion relativa de recta-plano

r=Ax+By+Cz+ D=0
Ax+By+C=z+D'=0
A"x+B"y+C'"z+D"=0

r

DISCUSION DEL

OTRO METODO

POSICION n = normal del plano REPRESENTACION
SISTEMA n
u = director de la recta
Secantes Rg(A)=Rg(4) =3 n-u#0
. 7i-1i =0 yun punto de r /
Paralelos Rg(A)#Rg(A4) ! _ T/'
no esta en el plano f -

Recta
contenida Rg(A) = Rg(A*) —2 | n-u=0yunpuntode r j/_,/' -

enel estd en el plano 7z —

plano




4. Posicion relativa de dos rectas:

Ax+By+Cz+ D=0 _[A"x+B"y+C"z+ D" =0
A'x+By+Cz+ D" =0 P 4"x+B"y+C"z+D" =0

OTRO METODO

DISCUSION DEL u = director de la recta r,

POSICION o REPRESENTACION
SISTEMA v =director de la recta r,
w= FQ
NP
o r
Se cruzan Rg(A)=4 det(u,v,w) #0 %

U Yy vV noson

proporcionales

Secantes Rg(A)=Rg(A)=3 det(u,v,w) =0

Un punto de la

Paralelas Rg(A)# Rg(A") <4 primera recta no

estara en la otra

Uy v son

proporcionales

al

Un punto de la

. primera recta
Coincidentes | Rg(A)=Rg(A4 )=2
siempre estara en

la otra




1. Distancias:

PROPIEDADES METRICAS

Posicion Ecuaciones Formula
P(a,b,c) ] : : :
Punto-punto d(P,0)= ‘PQ‘ = \/(a' —a) +(' =b) +(c'—¢)
O(a',b',c")
P(a,b,c) |[4-a+B-b+C-c+D|
Punto-plano d(P,/Z’)=
T=Ax+By+Cz+D=0 VA& + B +C
P(a,b,c) ‘PQXM‘
Punto-recta d(P,r =
F=%=0+Ai ]
=x=P+A-u oNTRY
Dos rectas que se cruzan : )_C li d(’GS P?’ ujv
s=EXx=0+u-v i x|

Es conveniente conocer también el calculo de distancias mediante el procedimiento constructivista, para el cual no se requiere el

uso de férmulas aisladas.




2. Angulos

El calculo del angulo sélo tiene sentido si los cuerpos en el espacio se cortan o se cruzan. En estos

casos, podemos determinar el angulo que forman mediante las siguientes expresiones:

Posicion Ecuaciones Férmula
u = director de la recta r, |L7 . §|
Dos rectas COSa = v
v =director de la recta r, ”“” : ”V”
n = normal del plano r, |ﬁ . ,71|
Dos planos cosa = v
7] -]

m = normal del plano 7,

u = director de la recta r |L7 . ﬁ|
Recta y plano Seno = ———
7 = normal del plano e -]




3. Areas y volumenes

Area Férmula Representacion Volumen Férmula Representacion

Paralelogramo L - Paralelepipedo | V' = | [L?,V, VV] |
A=laxv| | -

i ]

is A="—= s | [i.5.%]|
ki) 2 ‘ ol Tetraedro V= —6




