SOLUCIONES DOSSIER SEMANAL 9

MATEMATICAS I
Por Pedro A. Martinez

PROBLEMA 1: Enuncia el teorema de Lagrange. Tras ello, determina los valores de los
parametros reales a y b para que pueda aplicarse el Teorema de Lagrange a la funcién

f(x) en el intervalo [2, 6]. ;En qué punto se verifica la tesis?

ax—3 x<4

—x*+10x—b x>4

f(X)={

Enunciaremos primeramente el Teorema de Lagrange (valor medio) para dejar

constancia de sus premisas y su tesis o conclusion:

Sea una funcién f(x) definida en [a, b] que verifica las siguientes condiciones:

e  f(x) es una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b]

e f(x) esuna funciéon derivable en el intervalo abierto (a, b)

Entonces existe un punto c interior del intervalo (a, b) donde la derivada de la funcién
coincide con la pendiente de la recta que une los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)),
expresandolo matematicamente:

fb) = f(a)

3¢ e(asb)| f(c) = -

Asi pues, vamos ahora a calcular el valor de los parametros reales a, b y c para que
se cumplan las tres premisas del Teorema de Lagrange. Como puede comprobarse
facilmente, el dominio de la funcién propuesta en este caso es R . Obsérvese que en
ambos tramos la funcion es un polinomio y en consecuencia no presenta problemas de

definicion.
La funcion f(x) debe ser continua en el intervalo [2, 6]. Observamos que:

e Para x<4:lafuncion f(x)=ax—3 es continua en R por ser un polinomio. En

particular, sera continua en x < 4.
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e Para x>4: la funcion f(x)=-x>+10x—b es continua en R. Asi pues, en

particular serd continua en x > 4.

Por tanto, el Unico punto en el que debemos prestar especial detalle para la

continuidad es en el punto de cambio x =4.

f(4)=-4>+10-4—b=24-b
Lim f(x)= Lim —x*+10x—-b=24-b =24-b=4a-3 = 4a+b=27

x—>4 + x—=>4 +

Lizn f(x)= LiT ax—3=4a-3

Para que la funcion f(x) sea continua en [2, 6], debe cumplirse que 4a+b=27.

Ahora bien, la funcion f(x) también debe ser derivable (2, 6):

e Para x<4: la funcion f(x)=ax—3 que es derivable en R por ser un

polinomio. En particular, sera derivable en x < 4.
e Para x>4: la funcidon f(x)=-x"+10x—b es derivable en R por ser un

polinomio. Asi pues, en particular sera derivable en x > 4.

Por tanto, el Unico punto en el que debemos prestar especial detalle para la

derivabilidad es en el punto de cambio x =4.

a x<4
-2x+10 x=>4

ax—3 x<4

—x*+10x—-b x>4

J(x) ={ f(x) ={

Las derivadas laterales en x =4 deben coincidir para asegurar la derivabilidad de f(x)

en el intervalo abierto (2, 6). Es decir:

f'(4+4)= Lim f'(x)=-2-4+10=2

f'(4-)= Lim f'(x)=a = f4H=1(4-) = a=2

Para que la funcién f(x) sea derivable en (2, 6), debe cumplirse que a =2.
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Recurriendo a la condicién extraida para la continuidad, podemos calcular el valor del

parametro b:

4a+b=27 = 4-2+0=27 = 8+b=27 = b=19

Asi pues, para que pueda aplicarse el Teorema de Lagrange a la funciéon f(x) en el
intervalo [2,6] debe cumplirse que =2 y bh=19. La funcion finalmente
adoptara la expresion:

10 2x—-3 x<4
xX)=
—x*+10x-19 x>4

Calculemos ahora el punto donde se verifica la tesis del teorema. Deberemos pues

resolver la ecuacion:

f,(c):f(bz—f(a)
—a

Dado que para x <4 no tiene sentido plantear la ecuacion, vemos que:

f(2)=2-2-3=1
£(6)=-6>+10-6-19=-36+60-19=5

U1
[\)»—t

} = o=
flleo)=1 = -2c+10=1 = -2¢c=-9 = c:%

9
Asi pues, el punto c del intervalo (2, 6) donde se cumple la tesis es ¢ = 5



SOLUCIONES DOSSIER SEMANAL 9

MATEMATICAS I
Por Pedro A. Martinez

PROBLEMA 2: Un equipo de investigacién en fisica cuantica de la Universidad
Chalmers de Gotemburgo planea llevar a cabo un experimento para corroborar el
efecto Casimir. Para la realizacién de dicha prueba necesitan dos placas rectangulares
metalicas de 15 metros de alto y 10 metros de ancho. La teoria cuantica de campos
predice que entre ambas placas colocadas a una pequefia distancia de separacion se
genera una fuerza atractiva asociada al vacio cuantico. Durante la colocacion de las
placas, se produjo un accidente y una de las placas resultd dafada. De una de sus
esquinas se rompid un pedazo triangular de tal modo que en dicha esquina el largo de
la placa disminuyé en 2 m y el ancho en 1 m. El equipo de investigacion desea
aprovechar el material restante de manera que forme una nueva placa rectangular.
:Como deberan hacerse los cortes si para el correcto desarrollo del experimento seria

deseable que la placa tuviera la mayor superficie posible?

0(0,2)

+— 10m —»

Nuestra funcidn objetivo surge de la
intencion de maximizar el area de la

superficie rectangular:

s Definimos las variables que necesitaremos
m

para determinar el area rectangular:

x = coordenada x del vertice de la

nueva placa

| v =coordenada y del vértice de la

nueva placa

Segun la imagen adjunta la funcion objetivo vendra dada por:

A(x, y) =(15-y)-(10—x)
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Necesitaremos una condicién de ligadura entre las dos variables utilizadas. En este
caso, la relacion puede obtenerse conociendo la ecuacién de la linea recta que une los

puntos P(1,0) y 0(0,2) en el dibujo.

PO=(-1,2) = m=—2=-2

y=yy=m-(x-x,) = y-2=-2-(x-0) = y=-2x+2
Sustituyendo en la funcion objetivo, obtenemos que:
Ax, y)=(15-y)-(10-x) = A(x)=015-(-2x+2))-(10~x)
A(x) = (2x +13)-(10 =x)
A(x) = 2x> +7x+130

Ahora hemos de calcular el maximo de esta funcion. Para ello, derivamos, igualamos la
derivada a cero para obtener los puntos criticos y tras ello estudiaremos la monotonia
de la funcidn objetivo para averiguar si alguno de dichos puntos se trata de un

maximo:

A(x) = -2x" +7x+130 = A/(x)=-4x+7
, 7
Ax)=-4x+7=0 = x:Z

Pero obsérvese que el valor de x obtenido no es factible ya que como mucho, el valor
de esta variable puede ser 1 (segun el contexto del problema). Asi pues, en este caso, el

maximo de la funcidn se encontrara en uno de los valores de las situaciones extremas:
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+— 10m ——»

15m

0(0,2)

x P(1,0)

A0)==2-0"+7-0+130=130
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+— 10m —»

15m

0(0,2)

x P(1,0)

A)=-2-1"+7-1+130=135

Asi pues, para que la placa tenga el mayor area posible debera cortarse en forma

rectangular con base 9 my altura 15 m.
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PROBLEMA 3: Calcula las siguientes integrales indefinidas:

_dx (Ln x)2 Ln x*
a) I (3)( _ 1)2 b) IT dx C) I . dx
1

3

a) La integral es semi-inmediata de tipo potencial:

dc oo, 1 oo, 1 Bx-1t
I(3x—1)2 = [(3x-1) dx—g-J.3~(3x—l) de=— =4 C =
Y. oEm 1 % §. 1
3.-(3x-1) 9x -3
b) La integral es inmediata de tipo potencial:
2 3
I(Lnx) dx:J.l(Lnx)zdx:(Lnx) +C CeR
X X 3
¢) La integral es semi-inmediata de tipo potencial:
2 2
J~Lnx dx:j2-Lnx dx=2-Ianxdx:2-Il(Ln x) dx = 2(Ln x) +C =
X X X X 2

= (Ln x)* +C CeR

d) La integral es semi-inmediata de tipo potencial:

3 3
J.senz?)x-cosfix dxz%j3-cos3x-sen23x dx:%- sen3 3x +C= sen93x+c CeR
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e) La integral es semi-inmediata de tipo logaritmica:

X

j 3 J Multiplicamos numerador y '[ 3. \/e_x ; J' 3. 02 .
—  dx= — I = e =
1+2+e™ denominador por \/eT \/e—x +2 K

x 1 eg

X

2 Py X
=3 [S—dr=23[2 dx:6-Ln(e2+2J+C:6-Ln(\/ex+2)+C CeR
e? +2 e? +2

f) La integral es semi-inmediata de tipo logaritmica:

dx =

sen x - cos X

1 Sabemos que: sen’x+ cos’x
o e e [

2 2
l=sen“x+cos x Sen x-cos x

2 2
sen x cos X sen x CoSs X
L[S g [ O g [N o [0S

sen x-cosx sen x-cosx cos X sen x
—sen x cos X
= —J- dx+I dx=-Ln |cos x| +Ln |sen x| +C
cos x Sen x
sen x
=Ln +C=Ln|tgx|+C CeR

CcoS X



