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4 a) xil’;zloo f(x) T xﬁrilz_f(x) =3 xi@r f(X) -

xlinz_f(X) = + 003 xli)%f(x) =—o0 lim  f(x)=+eo

b) lim f() = oo lim f)=1 lim f()=—oo;

A f0) = veo

) lim  f(x)=—co; xli’%_f(x) = +o00; x/i'%f(x) = —oo;

xlz’_;)n7f(x) = —oo; xznfw fx) =3
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& a) Dado un nimero £ (ar-

bitrariamente grande), po-
demos encontrar otro nu-
mero 4 (tan grande como
sea necesario) tal que si
x> h, entonces f(x) < —k.

b) Dado un ndmero £ (ar-
bitrariamente grande), po-
demos encontrar otro ni-
mero 4 (tan grande como
sea necesario) tal que si

d) Dado un ndimero £ (ar-

12

& a) +oo
d) +oo0

bitrariamente grande), po-
demos encontrar un nd-
mero O > 0 tal que si
c— 0 <x<c+d entonces

fx) < —k.
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El limite de la diferencia de dos funciones es igual a la
diferencia de sus limites.

. El limite del producto de dos funciones es igual al pro-

ducto de sus limites.

. El limite del cociente de dos funciones es igual al cociente

de sus limites, siempre que el limite del denominador no
sea 0 (para que no se produzca una division entre 0).

. El limite de la potencia de dos funciones es igual a la

potencia de sus limites, siempre que la base de la poten-
cia sea positiva (para que tenga sentido la potencia de
exponente real).

. El limite de la raiz de una funcién es igual a la raiz de su

limite. En el caso de que la potencia sea de indice par,
ademds, la funcién debe ser no negativa (para que se pue-

da hallar dicha potencia).

. El limite del logaritmo de una funcién es igual al logarit-

mo de su limite (para que tenga sentido el limite y el re-
sultado, es necesario que tanto la funcién como su limite
sean positivos).
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b) + oo

e) —oo

¢) Indeterminacién.

f) Indeterminacidn.

x < —h, entonces f(x) > k.

c) Dado un ntimero £ (arbitraria-

mente grande), podemos encon-
trar un ndmero O > 0 tal que si
d<x<c+0, entonces f(x) <—+.

g) Indeterminacion.

0o i) o

l) too m) t oo
f)0 o) Indeterminacién.
q 0 r) +oo
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1 2) Indeterminacién.
C) +oo d)o
f) + oo
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g) Indeterminacién.

h) 0

k) too

n) +oo

p) No existe.

s) Indeterminacién.

b) Indeterminacién.

e) Indeterminacidn.

h) +eo

1 Son infinitos cuando x — +oo las expresiones a), ¢), d), ),

g) ei).
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b) No existe x/ﬁ)ﬂs f).

b) /im f(x) no existe.
x—1"
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1 Hay una raiz en (-4, —3). Hay una raiz en (0, 1).
Hay una raiz en (15 1,5). Hay una raiz en (1,5; 2).

& Por el teorema de Bolzano, existe ¢ € (0, 1) tal que
F(c) = 05 es decir, existe c€ (0, 1) tal que las dos funciones
se cortan en ese punto.

3 a) f(x) =x2 -1 es continua en [-1, 1]. Por el teorema de
Weierstrass, podemos asegurar que tiene un maximo y un
minimo absolutos en ese intervalo.

b) f(x) = x?% es continua en [-3, 4]. Por tanto, también tiene
un méximo y un minimo absolutos en ese intervalo.

o flx) = 1 T es continua en [2, 5]. Por tanto, tiene un
x p—
mdximo y un minimo absolutos en ese intervalo.
d) f(x) = 1 [ noes continua en [0, 2], pues es disconti-
x —_

nuaen x= 1. No podemos asegurar que tenga maximo
y minimo absolutos en ese intervalo. De hecho, no tiene
ni miximo ni miminimo absolutos puesto que:

lim f(x)=—c0y lim f(x)=+oo
x—=>1" x—1"

1 5 es continua en [-5, 10]. Por tanto, tiene
1+x

e) fx) =

mdximo y minimo absolutos en ese intervalo.

f) La funcién f(x) = e™ es continua en IR, luego lo es en
el intervalo [0, 1]. Por tanto, por el teorema de Weiers-
trass, alcanza su mdximo y minimo absolutos en dicho
intervalo.
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1 Hazlo tu.

a) 0 b) 0 C) —oo
8 Hazlo tu.

a) +oo b) + oo
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4 Hazlo tu.
a) + oo b) 0 )

=

d) e1/e e) +o0 f)1
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5 Hazlo tu.

9 1 1
Q) 2 b, -1

6 Hazlo tu.
Para x<0 ypara x>0 esuna funcién continua.

En x=0 no existe el limite porque los limites laterales son
distintos.

La funcién presenta en x =0 una discontinuidad inevitable
de salto finito.
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7 Hazlo tu.
Sia= % +2k con k€ Z y b=0, lafuncién es continua

en R.

8 Hazlo tu.

Por el teorema de Bolzano, existe al menos un punto

ce <2n, 5%) tal que F(c) = 0, es decir:
f)-gl=0 — f(o) =g
Las gréficas se cortan, al menos, en el punto de abscisa x = .
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1a) -1 b) ¢8 o1

Ba=2 > [z'm( 1 —i>=—L

x=0 \ ~X_1 2x 2

3 La funcién es continua cuando x = 1 porque las funciones
que intervienen son continuas al ser funciones polinémicas.

Si a = 4, entonces la funcién tiene una discontinuidad in-
evitable de salto finito en x =1 al existir los limites laterales
en dicho punto y ser distintos.

4 2a) No existe ningun valor de 4 ya que los limites laterales
en el punto x =0 no existen.

bl £ = o, £ =0
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0 lim XX -1, lim X X =1
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8 a) xé);,{loo fx) =05 xiz)’riﬁoof(x) =1

b) om f0)=vess gm0 =2
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13 a) ¢!/2
14 J) _%
Q) lim 85X - _oo;
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S, 16 =2
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16 1) Y b) Y4\/
2 2
ﬁ

-4 |2 2 1 4 —4 7= 2 4
g L

17 a) La funcidn es continua cuando 4
x # 3 ya que las funciones que
intervienen lo son. -
Cuando %4 = -3 la funcién [4 2] 4
también es continua en x = 3. <2
—4
b) La funcién es continua cuando 4
x # 2 ya que las funciones que 5
intervienen lo son.
Cuando £=1 lafuncién tam- =4 |- 2 | 4
bién es continua en x = 2.
=4

18 Cuando #=2 y b=-1 lafuncién es continua en todo
su dominijo.

19 a) La funcién es continua cuando x=0 y x= 1 yaque
las funciones que intervienen lo son.
lim f(x)=1= f(0) — Escontinuaen x=0.
x—0
Zz’ml fx)=4=f(1) > Escontinuaen x=1.
X —>
b) La funcién es continua cuando x= 0 y x = ya que
las funciones que intervienen lo son.
lim g(x)=0=g(0) — Escontinuaen x=0.
x—0
El limite existe y presenta una discontinuidad inevita-

ble de salto finito en x = T.

¢) El dominio de definicién es IR — {0} ya que no estd
definida cuando x = 0.

Cuando x=0 y x=—1 lafuncién es continua porque
las funciones que intervienen lo son.

lim h(x)=1=h(-1) — Es continuaen x=-1.
x— -1
d) El dominio de definicién es IR — {2} ya que no estd
definida cuando x = 2.

Cuando x=-2 y x= 2 lafuncidn es continua porque
la funcién que interviene lo es.

En x =2 presenta una discontinuidad inevitable de
salto infinito.

Como existe el limite pero no coincide con el valor de
la funcién, tiene una discontinuidad evitable en x=-2.



0 2) En x=-1 hay una discontinuidad inevitable de salto
infinito. En x =2 hay una discontinuidad evitable.

b) En x=-2 hay una discontinuidad inevitable de salto
infinito. En x =3 hay una discontinuidad evitable.

Rl ) ) En x=-2yen x=0. II)En x=1.
I / = + oo / = —09; /| =1
DD lim f6)= e lim _fl) =i lim )

) lim f(x)=0; lim f(x)=2
x—1" x—=>1"

82 a) +o b) e~2 c) 2 d) —%
/ 71 = —09; / éz [e e}
o x/i>ml‘2x(x—1) - xl—)1+2X(X—1) *
f) +o0 g) 0 h)1
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24 Cuando « =3, la funcién es continua también en x =0
yaque f(0) = [Zﬂo f(x) y, por tanto, lo es en el intervalo
X
(=1, +00).

25 Cuando =20, lafuncién es continuaen x =15, ya que

f(15) = x/i’@sf(x).

Cuando & =5/6 lafuncién es continuaen x =30, ya que

160 = i, 169

6 Dara que la funcién sea discontinuaen x =2, 6=-5.
El dominio de definicién es IR — {1, 2}.
3x—4

En x=1: [lim 5 =+
=l (x—1)(x - 2)
3x — 4
mn, 2
¥ (o —1)(x - 2)
La discontinuidad es inevitable de salto infinito.

En x=2: Ilim 396—_42 = 400
*22 (x-1)(x-2)

7 a=4; b=-10

28 a) k= ¢3. Ademds, es continua en todo R ya que el co-
ciente de polinomios solo se anula cuando x = 1.

b) £ = —1. Esta funcién también es continua en todo IR
porque el cociente solo se anula cuando x = 1.

29 Cuando 4= % la funcién es continua en IR.

30 Para k=2 la funcién es continua en x = 0 ya que

FO) = lim f.

31 No puede existir ningtin valor ya que el limite no existe
porque los limites laterales son distintos.

82 a) El dominio de definicién es (2, 3) U (3, +e0) yen él la
funcién es continua.
b) La funcidn es continua en el intervalo (2, +oo).

¢) La funcién es continua en su dominio, es decir, en
(=00, =2) U [1, +00).

d) La funcién es continua en su dominio, IR — {fn} con
ke Z.
33 La funcién es continua cuando x = 1 al estar definida
mediante funciones continuas.
Cuando m=1 o m =2 lafuncién es continuaen x = 1.

Si m=#1 y m=2 lafuncién tiene una discontinuidad
inevitable de salto finito en x = 1.

34 2)a=1 b) 0

35 El dominio de definicién es R — {=2, 2}. La funcién es
continua en él. En x = -2 presenta una discontinuidad
invevitable de salto infinito. En x =2 tiene una disconti-
nuidad inevitable de salto infinito.

86 * Si x=-1 y x= 1, lafuncién es continua.
e Si x=-1, lafuncién es continua.

¢ Si x =1, ladiscontinuidad es de salto (finito).

37 =4

e
e

4

38 a) lim f)=1; lim_ f(x)=-1
b) lm g()= o0 lm_ g(x) = oo
O lm_ b =voo; lim_ h(x) = +oo
d) lop f@ =1 _lpn_ f0)=-1
89 Hay una discontinuidad de salto (finito) en x = 0.
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40 42=-3, b=0



41 J) xé;rizw ln(x+1)=In(x)] =

= Ilim Zn<x+1>:ln lim X+l _ 120

X —> +o0 X X —> 400 X
b) 1

42 2) No hay ningtin valor de # para el que el crecimiento se
mantenga continuo.

b) tlimw T =0

43 a) =20 b) 4,47 €

44 f(x) noescontinuaen x= %

Por tanto, f no es continua en el intervalo [0, 1]; luego
no cumple las hipétesis del teorema de Bolzano en dicho
intervalo.

45 Dor el teorema de Bolzano sabemos que existe al menos un
punto ce€ (1,2) tal que:

h(©)=0 = f(c)—g(c) =0 —f(c) = g(0)
Es decir, existe al menos un punto ce (1,2) en el que las

grificas de f(x) y g(x) se cortan (ya que las dos funciones
toman el mismo valor).

46 /(0)=1; f(2)=5
Por el teorema de los valores intermedios o teorema de

Darbousx, la funcién toma todos los valores comprendidos
entre 1 y 5, es decir, toma todos los valores del intervalo

(1, 5].

47 Dor el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe
ce (1,9) tal que g(c) = 0; es decir, la funcién g(x) tiene
al menos un cero en el intervalo [1, 9].

48 ¢(0) =1
49 ,) V b) V o) F d)F
eV ) v gV h)V

80 a) Dado € >0, existe h tal que, si x <-h, entonces
| f(x) -3 <e.

b) Dado 4, podemos encontrar h tal que, si x> h, en-

tonces f(x) < —4.

c) Dado & podemos encontrar & tal que, si
2-0<x<2, entonces f(x)> k.

d) Dado 4, podemos encontrar 9 tal que,si 2 <x<2+9,
entonces f(x) < —k.

e) Dado &, podemos encontrar &

3-0<x<3+0, entonces f(x) > 4.

f) Dado €> 0, existe 8 >0 tal que,si 1-d<x<1+39,
entonces | f(x) — 4| <e.

tal que, si

81 *Si 6=0 y a=0, lafuncién tiene una discontinuidad
evitable en x = 0.

*Sib20ya=- g, la funcién tiene una discontinui-

dad evitable en x = 2.
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52 a) + oo b) 0 o1 43

53 @k:%

b) La funcién es discontinua en x = 0 para cualquier
valor de 4 ya que no existe el limite en x = 0.

c) k=1

_3 11
54 4-4, b 4

88 Tenemos que sen x < x < tg x.

Dividiendo entre sen x, queda:

<X < 1 — 153X
senx  cos x

> 05 X
Tomando limites cuando x — 0, queda:

1> lim 3% >1; esdecir: lim X -1
x—0 X x—0 X

56 ) % b) 0 o1 d)%

87 Dor el teorema de Bolzano, sabemos que existe ¢ € (0, 1)

tal que g(c) =0, esdecir, f(c) —c=0, obien f(c) =c.

A =t fees | A




Autoevaluacion

1320
b) L
e

o1

d)1

& a) En x =0, tiene una discontinuidad de salto infinito.

En x=-3, tiene una discontinuidad evitable.

X —> +oo Pa 3x
2
lim 92_ X -1
X %4 3x
9) Y \
X
_3 -

8 a) El dominio de definicién es IR — {-2}.

Cuando x=-2 y x= 0 la funcién es continua porque
las funciones que intervienen lo son.

En x = -2 presenta una discontinuidad inevitable de
salto infinito.

Al ser los limites laterales distintos y finitos, en x = 0
tiene una discontinuidad inevitable de salto finito.

b)xé;@wf(x): lim e*=+oco

X —> +oo
xLz'ﬂ_zm fx) = lim 1

It — =
XD -0 X +2

4 /=0 para que la funcién esté bien definida.
Si a=1 vy b=1, lafuncién es continuaen x = 0.
8 La funcién g es continua en [0, 4] y signo de g(0) = signo
de g(4).
Por el teorema de Bolzano, existird un ¢ € (0, 4) tal que
2(0) = 0; es decir, existeun c€ (0,4) tal que f(c+1)=f(0).
6 Dor el teorema de los valores intermedios, f(x) toma todos
los valores del intervalo [1; 5,007].

Por tanto, existird un 0 <c¢<5 tal que f(c) = 4. Es decir,
c+e =4



