SOLUCIONES DOSSIER SEMANAL 07

MATEMATICAS I
Por Pedro A. Martinez

PROBLEMA 1: Discute y resuelve el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion
del parametro real m:

x+ky+kz =1
x+2ky+(k+1)z=1
2x +ky + kz =2

Discutiremos el sistema utilizando el teorema de Rouche-Frobenius. Para ello
necesitaremos averiguar el rango de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada

asociadas al sistema.

x+ky+kz =1 1 k k 1
x+2ky+(k+1)z=1 = (1 2k k+1 1>=A*
2x + ky + kz =2 2 k k12

Comenzaremos analizando el rango de la matriz de coeficientes, A. Para ello,

calcularemos el valor de su determinante en funcién del parametro real k:

1 k k 1 k k
[Al=|1 2k k+1|=10 k 1|=k—-k?
2 k k 1 00

Para discutir el rango de la matriz debemos averiguar qué valores del parametro k, anulan

este determinante. Es decir:

Al=k—-k?®=k-(1-k)=0=> k=06k=1

Esto nos permite distinguir tres casos posibles:

CASOLk+0y k=1

En este caso, los rangos de la matriz ampliada y de coeficientes coinciden

con el numero de incégnitas, motivo por el cual, segun el Teorema de

1 k k
<1 2k k+1

2 k k

2 DETERMINADO.

R(A)=R(A")=3= NUM.INCOGNITAS

1
1) Rouche-Frobenius quedaria clasificado como SISTEMA COMPATIBLE
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Para resolverlo, aplicaremos la regla de Cramer:

1k k \
1 2k k+1
(=12 K k =k-(1—k)=
KO-k k- d-h
1 1 k
o1kl 0 r > (xy2z)=(10,0)
y=lz 2 k1 _o
KO-k kK d-h
1 k 1
1 2k 1 0
_l2 ko2l _
2= 0k ka-n- 2
CASO: k — 1

N =
N———

[l NS RN

7\
SO

=N

En este caso, el sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO, ya

los rangos de la matriz ampliada y de coeficientes coinciden,
pero este valor es menor que el numero de incégnitas. Se

aprecia facilmente si aplicamos Gauss:

1 1 111 1 1 1 1
<1 2 1> F2'=F2-F1 (0 1 1 0>F3'=F3+F2
2 1 1127 g3ip35;p NO =1 =110
1 1 111
—><0 1 1 0)
0 0 Oo1lO

Asi pues, aqui se cumple que:

R(A) = R(A*) = 2 #+ Num. incbgnitas

Resolvamos el sistema aprovechando la aplicacién del método de Gauss realizado en la

discusion. En este caso, observamos que disponemos de un grado de libertad, por tanto:

[@ose)
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1 1 1
G 1 1
0 0 O
CASO NI k = 0

1 x=1
x+y+z=1 _
8)_> { y+z=0 {3’_ o conpER

En este caso, el sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO, ya los

rangos de la matriz ampliada y de coeficientes coinciden, pero este valor
es menor que el niumero de incégnitas. Se aprecia facilmente si
aplicamos Gauss:

1 0 O
(1 0 1

2 00

1
1)

2 (1 0 0 1) FF32,’==FF32_-2FF11 (1 0 0

1 0 1|1)|===(0 0 1

000 0

2

1
0
0

R(A) = R(A*) = 2 # Num.incognitas

2 0 0

Por tanto, se observa que:

Resolvamos el sistema aprovechando la aplicacién del método de Gauss realizado en la
discusion. En este caso, observamos que disponemos de un grado de libertad, por tanto:

1 0 0
0 0 1

1 -1 x=1
O)%{x:0—>{y=u conu €R
000 Z=

0 z=0
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PROBLEMA 2: Discute y resuelve el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion
del parametro real m:

XxX+y+z =m\
x+my+m?z=m
x+m2y+mz=mf
x+y+mz =0

Discutiremos el sistema utilizando el teorema de Rouche-Frobenius. Para ello
necesitaremos averiguar el rango de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada

asociadas al sistema.

x+y+z =m\ 1 1 1 m
x+my+m?z=m . 1 m m?|m _ g
x+m?y+mz=m 1 m? m|m|
x+y+mz =0 1 1 m1l0

Comenzaremos, en esta ocasion, analizando el rango de la matrizampliada, A*. Para ello,

calcularemos el valor de su determinante en funcién del parametro real m:

1 1 1 m 1 1 1 1 0o 1 1 1
|A*|=1 m m? m__ |1 m m? _ [0 m m? 1
1 m?> m m 1 m> m 1 0 m* m 1
1 1 m 0 1 1 m 0 1 1 m 0
1 1 1 0 0 1
=-m-:lm m? 1|l=-m-|m—-1 m?-1 1
m> m 1 m>—-1 m-1 1
0 0 1
=-m-(m-1)>2-| 1 m+1 1l=m-(m-12%-(m?+2m)
m+1 1 1

=m?-(m—-1)%-(m+2)

Para discutir el rango de la matriz debemos averiguar qué valores del parametro k, anulan

este determinante. Es decir:

[A*|=m? - (m—1%-m+2)=0=> m=06m=16 m=—2

Esto nos permite distinguir cuatro casos posibles:

®® @ Obra bajo licencia Creative Commons Pedro A. Martinez Ortiz
Reconocimiento-NoComercial-Compartirlgual www.maths4everything.com

4.0 Internacional @maths4everthink


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://www.maths4everything.com/

SOLUCIONES

DOSSIER SEMANAL 07

MATEMATICAS I
Por Pedro A. Martinez

CASOI:m #0,1,-2

En este caso, los rangos de la matriz ampliada y de coeficientes no

1 711 Yiz 2 coinciden, motivo por el cual, segun el Teorema de Rouche-Frébenius
1 ";2 :r’l‘ Tg quedaria clasificado como SISTEMA INCOMPATIBLE.
R(A) =3 #4=R(4)
CASOI: m =1
En este caso, los rangos de la matriz ampliada y de coeficientes no
coinciden, motivo por el cual, segun el Teorema de Rouche-Frébenius
1 1 i 1 quedaria clasificado como SISTEMA INCOMPATIBLE.
1 1 111 11 1)1
th Rol 1 fn ) =R ale)=Re (o o ol )
1 1 110
R(A) =1+2=R(4)

CASOIIl: m =0

En este caso, el sistema es COMPATIBLE DETERMINADO, ya los rangos

de la matriz ampliada, de coeficientes y el nUmero de incégnitas coinciden.

Se aprecia facilmente si aplicamos Gauss:

F2'=F2-F1

1 1 110 11 1|60 1 0 0O\ pgrepz—p1 /1 0 0O
1 0 0]0 1 0 010 1 1 0|0\Fa'=Fa-F2[{0 1 0]0
10 o0lo 10 0/0)7\1 1 1|0 1o 1 10
1 1 010 1 1 010 1 0 010 0O 0 01O

1 0 0]O0

F3'=F3-F2[ 0 1 01| 0

0 0 1(0

0 0 O1lO

Por tanto, se observa que:
R(A) = R(A*) = 3 = Num.incbgnitas
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Dado que el sistema es homogéneo y compatible determinado, ya sabemos que la

solucion del sistema sera: (x,y,z) = (0,0,0)

CASOIV:m = -2

1 1 1 ]-2
1 -2 4 | -2
1 4 -=-2|-2
1 1 =210

En este caso, el sistema es COMPATIBLE DETERMINADO, ya los rangos

de la matriz ampliada, de coeficientes y el nimero de incognitas

coinciden. Se aprecia facilmente si aplicamos Gauss:

1 1 1 |-2\2Zk2 Py o1 12
1 -2 4 | =2 |\Fr4=Fa-F1( 0 -3 3 0
1 4 -=2|-2 0 3 -3]0
1 1 =210 0 0 =31 2

11 1| -2 1 1 1]-2

F3'=F3+F2( 0 —3 3 0 \F3eF4[ (0 -3 3 0

0 0 O 0 0 0 -=-3| 2

0 0 =31 2 0 0 010

Por tanto, se observa que:

R(A) = R(A*) = 3 = Num.incognitas

Podriamos resolverlo utilizando la regla de Cramer, pero dado que para su discusion ya

hemos utilizado el método de Gauss, aprovecharemos el trabajo realizado:

1 1 1
0 -3 3
0 0 =3
0 O 0

[@ose)

-2
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0 X+y+z=-2 x+y+z=-2 x=-2/3
) a-%y+&=o}a y—z=0 }%y=—N%
0 —-3z=2 z=-2/3 z=-2/3
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PROBLEMA 3: Considera la matriz:

cosa 0 sena
R(a) = 0 1 0

—sena 0 cosa

En algebra lineal se dice que una matriz cuadrada A de orden n es una matriz de giro o
rotacién si es ortogonal y det(4) = 1. Atendiendo a esta definicion se pide:
a) Demuestra que la matriz R(a) es una matriz de rotacion en el espacio

tridimensional (donde a representa el angulo de giro)

b) Calcula [R (%)]2020

c¢) Calcula [R (g)]_l

a) Simplemente hemos de comprobar que la matriz R(«) propuesta cumple las dos

condiciones necesarias caracteristicas de una matriz de rotacion:

e Veamos primero que la matriz R(a) es ortogonal. Recordemos que una matriz
es ortogonal cuando su inversa coincide con su traspuesta. Para ello, tenemos la
opcion de calcular la matriz inversa R™'(a) mediante el uso de adjuntos y
comprobar que ésta coincide con RT(a) , o bien, (que es lo que haremos)
comprobar-que al multiplicar la- matriz R(a) por su traspuesta se obtiene la
matriz identidad.

cosa 0 sena cosa 0 —sena
R(a)-RT(a)=( 0 1 0)-( 0 1 0 =

—sena 0 cosa sena 0 cosa

cos? a + sena 0 cosa-sena—cosa-sena 1 0 0
_ 0 1 0 ={o 1 0
—cosa-sena+cosa-sena 0 cos® a + sen«a 0 0 1

Se puede comprobar también facilmente que ambas matrices conmutan:

R(@) RT(a) =R"(a)"R(a) =1
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Asi pues, concluimos de estas relaciones que la inversa de R(a) es RT(a) , es
decirr R™(a) = RT(a)
e Finalmente comprobamos que el determinante de la matriz propuesta es uno.

cosa 0 sena
0 1 0
—sena 0 cosa

IR(a)| = =cos’a +sen‘a =1

Como conclusion podemos afirmar que la matriz R(a) propuesta es una matriz de

rotacion.

, . Vg . .
b) Ahora, sabemos que el angulo de giro es de — rad. Por tanto, la matriz a utilizar es:

T T
cos— 0 sen— 0 0 1

= 2 2
R(E = 0 1 0O |=|0 1 0
00

—senz 0 cosz -1
2 2

Comenzaremos calculando algunas potencias para ver cual es el resultado o la pauta

que debemos sintetizar de forma analitica:

0 01

R(£j=010

2

100

0 0 1(0 0 1) (-1 0 0
z(zj:R[Zj.R(szo10-010:010
2 2) \2

10 0/)l-10 0/ (O -1

0 0 1(-10 0) (0 0 -1
S Z R Z|R1Z]=|0 1 0|0 1 =l01 0
2 2 2

~1.0.0) 0 1) {1 0 o
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1 00
=0 1 0(=1
0 01

Observamos que solo existen cuatro posibles matrices resultado al calcular una potencia

de la matriz R(Ej Ademas, estos resultados se van repitiendo de forma ciclica con

periodicidad 4. Esto puede expresarse matematicamente como:

-1 0 O

0 1 0 sin=4k -3
0 0 -1

0 0 1

0 10 sin=4k -2

(3]0 0 1
siendo &k un nimero natural.

01 O sin=4k -1
1 0 O

1 00

{0 10 si n =4k
0 01

Asi pues, dado que 2020 es multiplo de 4:

2020 =4-505
Concluimos que:
1 0 0
I
RZOZO (E) — ( 0 1 O)
0 0 1

c) Calcular la inversa de la matriz es muy simple. Dado que se trata de una matriz de
rotacion. Su inversa coincide con su traspuesta. Luego, no debemos perder tiempo
calculando la inversa mediante ningun proceso.
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