SOLUCIONES DOSSIER SEMANAL 08

MATEMATICAS I
Por Pedro A. Martinez

PROBLEMA 1: Discute y resuelve (siempre que sea posible) el siguiente sistema de

ecuaciones lineales en funcién de los parametros reales 4 y u:

AX+Yy+z2=pu
X+y+Az=2
2X+Yy+Az=pu

Discutiremos el sistema utilizando el teorema de Rouche-Frébenius. Para ello
necesitaremos averiguar el rango de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada

asociadas al sistema segun los valores de los parametros 4 y .

AX+Y+Z=pu A1 1lipu
X+Yy+Az=2 = 111 a2|=A
2X+Yy+Az=pu 2 1 Alu

A

Comenzaremos analizando el rango de la matriz de coeficientes. Para ello, calcularemos

el valor de su determinante en funcién del parametro real A:

A=11 1 A=2+22+1-2-A-2 =2-1

Para discutir el rango de la matriz debemos averiguar qué valores del parametro A,

anulan este determinante. Es decir:
|A|=/1—1:O = A=1

Esto nos permite distinguir dos casos posibles:
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CASOIL 4 +#1
En este caso, dado que el determinante de la matriz de coeficientes no
es cero, podemos asegurar que el rango de dicha matriz es 3. Asi mismo,
la matriz ampliada como mucho puede tener rango 3 y dado que
Al Lu contiene a la matriz A que es de rango 3, podemos concluir que su rango
; i j ,L21 también es tres. Como conclusion, segun el Teorema de Rouche-
Frobenius el sistema en este caso quedaria clasificado como SISTEMA
COMPATIBLE DETERMINADO ya que:
R(A)=R(A")=3= NUM.INCOGNITAS

Para resolverlo, aplicaremos la regla de Cramer:

u 11 u 1 1
2 1 A 2 1 2
i 1 AlFe=F3-Fl0 0 A-— (/1_1)"/21 j:l (/1—1) (/1—2)
X="———+ = = = =p-2
A-1 A-1 A-1 A-1
A u 1
1 2
2w A 22— —ph Q)P+ -4
Y5O T A-1 ) A-1
A1 u A 1 u
11 2 1 1 2 (2_1).‘1 ,u‘
12 1 prsrem-2 0 0] 1 2] (2-4)-(2-p)
A-1 A-1 A-1 A-1

Asi pues, la solucién del sistema sera:

(x, y,z):(ﬂ_z, (Z—u)/lz/1+_yl/1+y—4 (2_/1/1)._(?#)}
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CASOII: 1 =1
En este caso, sabemos que la matriz de coeficiente no es de
rango 3. De hecho, dado que existe al menos un menor de orden
2 que no es nulo, podemos afirmar que:
11 1u
1
1112 j:—l;to = Rg(A)=2
2 1 1l u
Ahora bien, el rango de la matrizampliada depende en este caso
del valor del parametro real z, por lo que deberemos estudiar
los posibles subcasos.

Analicemos pues todos los menores de orden 3 de la matriz ampliada para averiguar

cuando el rango de ésta puede ser 3:

1 u 1 1 u
F3=F3-F1 1 7
1 2 =11 2=‘l 2‘:2—;1 = 2-u=0 = u=2
1 u 1 0 0
1 u
1 2/=0 pueshay doscolumnasiguales
1 u

Asi pues, se presentan dos subcasos:

SUBCASOL: A=1y u#2

En este subcaso, sabemos que la matriz ampliada tiene un

menor de orden 3 que no es nulo y como consecuencia su rango

R sera tres. Asi pues, dado que:
1112
21 1 4 2=R(A)=R(A")=3

por el Teorema de Rouche-Frobénius, podemos afirmar que el

sistemna es INCOMPATIBLE.
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SUBCASOIl: 1=1y u=2

En este subcaso, tendremos que:

R(A)=R(A")=2 < n°incognitas

11 1]2
11 192 por el Teorema de Rouche-Frobénius, podemos afirmar que el
2 1 12 sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO.

Vamos a resolver este Ultimo subcaso. Utilizaremos el método de Gauss:

1 1 1/2) Fo-F2-r1 11 12 11 12
F3=F3-2F1 F3oF2

1112 = 0 0 00 = 0 1 1|2

2 1 12 0 1 1|2 0 0 0]0

Tenemos en el sistema un grado de libertad. Denotando, z =« como parametro real:

11 1]2 X+y+z=2 x=2-(2-a)-«a x=0
01 12| = y+z=2 = y=2-«a = y=2-a; conaeR
0 0 00 I=«a I=«a I=a

Resumiendo el estudio del sistema:

CASO TIPO DE SISTEMA SOLUCION
X=pu—2
2— A+ A+ u—4
A=1 COMPATIBLE DETERMINADO y= #) /1_”1/1 2
_(2-2)-(2-4)
A-1
A=1ly u#2 INCOMPATIBLE No tiene solucion
x=0
A=1y u=2 | COMPATIBLE INDETERMINADO y=2-a; conaeR
l=Qa
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-1 -1 2
PROBLEMA 2: Considera la matriz cuadrada: A=| 3 -5 6
1 -1 0

a) Comprueba que la matriz A verifica la relacion A? +4-(A+1)=0.
b) Calcula (si existe) la matriz A™

) Halla los valores reales x e y para los cuales se verifica A" = XA+ Y|

a) Comprobemos que la matriz propuesta verifica la relacion sugerida:

-1 -1 2 -1 -1 2\ (-1 -1 2 0 4 -8
A=/ 3 -5 6| = A*’=A-A=|3 -5 6|3 -5 6|=|-12 16 -24
1 -1 0 1 -1 0Jl1 -1 0 -4 4 -4

-1 -1 2y (100 0 -1 2) (0 -4 8
4.(A+1)=4-]| 3 -5 6|+|0 1 0||=4-|3 -4 6|=|12 -16 24
1 -10) 1001 1 -1 1) (4 -4 4

Asi pues, se observa facilmente que:

0 4 -8) (0 -4 8) (000
A +4.(A+1)=|-12 16 -24|+|12 -16 24|=|0 0 O
-4 4 -4) (4 -4 4) (000

b) Primeramente vamos a comprobar que la matriz A tiene inversa. Para ello,

calcularemos su determinante y observaremos que no es cero:

-1 -1 2
A=|3 -5 6=-6-6+10-6=-8=0
1 -10

En consecuencia, la matriz A es regular (o invertible) y podemos obtener su matriz
inversa. Esta inversa podria calcularse mediante el uso del procedimiento por

determinantes o el método de Gauss-Jordan. No obstante, aqui lo haremos de forma
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mas rapida aprovechando que la matriz A verifica la relacion propuesta en el apartado

anterior (apartado a). Basta con observar que:

A +4-(A+1)=0 = A’ +4A+41=0 = A’ +4A=-4] =

= A-(A+41)=-41 = A-[M:'j:l: Alz—%-(A+4l)

Por tanto:
3 -1 2
A-1=—1.(A+4|)=—1- 3 -16
4 4
1 -1 4

¢) Comparando la expresion propuesta con la obtenida durante la resolucién del
apartado anterior:

At =xA+yl

A :—%-(A+4I):—%-A—I

Observamos facilmente que:
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PROBLEMA 3: Se sabe que los vectores U y V son ortogonales. Ademas, verifican que

(@+V)-(G—V)=7y |t +V]|=5. Halla el médulo de los vectores G y V.

Dado que:

(@+7v)-@-v)=7 =

<
et}
+
<
<
|
c
<
|
<
<
1
\‘

Pero como los vectores uy v son ortogonales (es decir, su producto escalar es cero):
2 . — o = o [T
[0+V|]" =26 = G-G+2:G-V+V-V=25 = 0-G+V-V=25 =

= [af + v =25

Realizando un sistema de ecuaciones, obtenemos que:
Jal” -l =7

12 (=2 = ”U” =4 ”\7” =3
Jal” +[v]" =25
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PROBLEMA 4: Calcula la derivada de las siguientes funciones reales de variable real:

1y f()=5" 7" ) fo=2 _26_ 3 F)=x-e*
2x-5 3X X
4 f(x)=Ln(e>?) 5 f(X)="" 6) f(x)=5"-Lnx

Para la resolucion de esta actividad utilizaremos las reglas de derivacion del producto y

el cociente de dos funciones, cuyas expresiones vamos a recordar a continuacién:

h(x)=1()-g(x) = h'()=1()-g(x)+f(x)-g'(x)

ho) =1L g 2 £0000 - £09:9°09
g(x) [g(x)]

También haremos uso de la derivada de una funcion logaritmica y exponencial:

h(x) =log, f(x) - h'(x) = % "Ing
hx) = Inf(x) — h'(x) = ];((;‘))

h(x) =af® 5 @ =af® . ng
h(x) =ef@ 5 p'@ = of®

También aplicaremos (en algin momento) las propiedades de los logaritmos y potencias

para facilitar y acelerar el proceso de calculo de alguna derivada.

1) Para obtener la derivada de esta funcion aplicaremos primero propiedades de

las potencias ya que nos facilitara el calculo de la deriva notablemente:

f(x) =5%-7*=35% > f'(x)=35%-Ln35
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2) Aunque la funcién se presenta como un cociente, al ser el denominador un
escalar, podemos expresar la funcion de otra forma para no tener que aplicar la

derivada de un cociente:

eX—e™* 1
fay= EE Lo
1 1 _ 1 _ ex +e—x
F) =5 ¥ = (-1 e ™) =+ (X +e) = =

3) Aqui, derivaremos el producto propuesto:

f)=x-e* » f'x)=1-e*+x-e*=0+x)-e*

4) Aplicando previamente propiedades de los logaritmos, la derivacién se hace muy
sencilla:
f(x)=Lne* ) =R2x—-5)'Ine= 2x—5)-1=2x—-75
- flx)=2

5) Aplicamos aqui la derivada de un cociente:

3% . 3 In3-(x—1)—1-3* 3%-[n3-(x—1)—3*
MRS -1 = 1?2

f&x) =

x—1

6) Se trata de aplicar la derivada de un producto:

X

1
fx)=5%Lnx > f’(x)=5x-Ln5-Lnx+5x-;=5x-Ln5-Lnx+7
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